
rlsarnsnB

vat Srt'I

ni;16 ercnl op oJoonpeJI

zlNJIUVH IH3NtVtC 3t 0v0lt0S
VZZ]UVCSVA U]UU]I NV8]1S]

oJerurl rorqa6le eoJrJodocso0

]'IVN0lSN3ldl0-N
IIIVdS NIUd sIUOIV]VC



B1

th

0h

OC

h€.

zt.

tqnD[ tnl lapopru ID nlduaxa un

Inralndu-roc o-o3el ie l93ap aurq reu '?csea3gl?] os ?s o lBspl LUV

.arinlos 3re nu lnLUalsrs gcep !s
psJaAur aJulDw

t nlnl uD utwral a p D ar D lru lD J
roLr.rerS rnl eln6ar rS riueurLUreloc

erinlos LUrs?6 ?S

apluawDpunt aldiluor D^a1D) ti aJulDI/[

orope^ op Inlcund op apurdap lnlo_L

ailiensa ap alaLUalsrs ssasolol a3 e-l

illenca ap aualsrs

I Inlolrdec

tntltJoqlD t ilalndwo)

delnclec ]od as nu pspp eolsoce aleo] csa^las a3 e-l

a)ulDru atunu o !)s

n?s alaLrnu n3 nrcnloJecorJ LUILr-tnuap es:oculeLU ts llolsan

uuDrussoJt tnl D JDop lsol D nu DutA :apuopa| iliods

?srlPLUaleu.r aleo6u ts aricetlsqv

lnruud $olD rawu) nN

lrienca ap aulalsts

1a-lqa6le elalutJgd

aleA!lotu ts pctJolst atinlo^o'alasnpoJlul

0 lnloltde3

UVHNS

Z?,

BZ

NZ

C7

TZ

ZZ

OZ

6I
BI

LI

9I

9I
bL

IL

D

uDrJpV try 6 rcnn7



Capitolul2
Spatii vectoriale

CapitolulS

Aplica!ii liniare 9i matrice

51

Capitolul4

Spatii euclidiene, proieclia ort

I ntroducere'in spatiile vectoriale

Vectorii traiesc in spatiul lor

Cum se reprezintd un vector

Definiti-ldupa cum va place

Toate acestea sunt potrivite pentru spalii enorme

Modificarea bazei se poate scrie sub formd matriciald

Se pot executa operatii intre grupuri de vectori?

Un ultrm exemplu:rotatia si schimbarea bazei

51

54

58

59

60

62

65

Produsul scalar ;i dezvo

rr:dusul scalar reda urr s'-

Dar daca scriem produsul :

P|op r-ie liir :,' : '' ' ' .

.\ ornre rtc ro 1. --- L. -' i - ,

Si rezolt oi,: ,. :- '-' . ' .

67

lntroducere in apiicatiile liniare
Evolutie istoricd

Acfiunea unei matrice asupra unui vector

Caracteristici ale aplicatiilor liniare
De la teorie la practicd

Ce reprezinta matricea unei aplicatii lrniare?

Continudm sd zburdm

Nucleul si dependenla Iiniard a coloanelor

Proprietatile aplicatiilor I niare
lnjectiva + surjectiva = bij ectiva

Sa vedem cateva exemplel
Exemplul 7

Exemplul 2

Exemplul 3

Schimbarea bazelor si aplicatii liniare

Sa reluam sistemele de ecuatii din capitolui 1

Sd folosim numerele

E unica solutie?

Si in viata reala?

67

68

70

70

72

74

76

79

80

B1

82

83

84

85

85

ol

B8

91.

9t

CapitolulS

Autovalori 9i autovectori a

inconiurati de autovalori

: -. ) -^ ) ^' -'
ALttovaloare:t r'. r,r: , :
Pol.rro'r...'
\tt lr ;l;trn'

a:"a4.---
Redttceren o:rr:= -. .

-S-6 6p7'61i;r1;r.' :: '.! -

Cat de comalr.,. i .,. :.

FotLrter si atiia ---r , - -

3 : iografie recomandata



,,1Plepueuocar arler6orlqrS

p1luowJo DztlDuD 6 Jaunod

ip*aior al ps a xaldw@ ap tg)
0st7 Duuow ad wpwxoJdD o-s

oAS m roltuntsuawlp Dilasnpaa

aunrice uJ uole^olnv

p)upwoab alDllr!ldpu[

v tnl p )tlsuafJDJDJ lnwouuod
PaPd ut oarDolD^qnv

roluole^olne lnlnclec

rJole^olne ap riernfuocu I

ocrJleur !aun !e uolco^olne rs uole^otnv
g lnlolrdec

?ue uj aliliseroJd

atnrurl ilusat\at 6 alotlpd tcrw tDw alaJ

olerlPd rcrLLl reLU alac :arieurxo]de gunq 0

afin1os ptpl ptualqotd o uD^pzar DS

t inlolrdes urp ilien3o ap aleLUOlsrs LU?nleE

?LUTUTLU eiUelsrc

?leuobolro elicarojd

tolocs snpoLd ptp{ awtop
Drurou a1o (p1audot4

alSosnl?Jls ac ]o] lPUobolio o nN

rJnrqbun rS eiuElsrp'rrlrbunl

e?]lrallp ?zeq o-rluJ Jelecs lnsnpord rlrsu3s ?3ep rec

r?urnu Jnburs un ?par lPlecs lnsnpord

p)rJolst DS DalDlloAZap # tnlots lnsnpot4

leuobouo 3p lnsuss

aleripd rcrrrl reu alao rS ?leuo6ouo eri3arord 'auarprlcna iliedS

t lnlolrde3

tt
0tr
9Et

vtr
LZI

9Zt

9ZI

ZZI

OZI

6tt

6TI

BII

LII
SII

ZlI
OII

OII

101

i0r
ZOI

IOI

00I

L6

16

h6

LO

t6

I6

l6

BB

LB

9B

CO

TB

ZB

IB

OB

6L

9L

NL

ZL

OL

OL

B9

L9

L9

I9

99

70

09

69

BS

b9

Z9

I9



6areA lou] s g3Lols slinloAa 'alocnpoliu

'EqeJe uI PuEIJIS ulp aJIJIiuIIls Jolalxal IlJalnpeJl lellpap ne-s 'Ielunu

nu Jep '[Saca;8 tS auesrad 'auqsaro 'qSatana rolareodod pugurirede

rrieiqnul nte ltauntpau p rS taiurr# Ie JIuelsI nJluef, put"td llualap e

;ndeqsrpun{'gueulnsntu eaJIJaJn3 pdng ';ndeqsapun9 ec tS plncsounr

uerl urp atetrlerol Sndeqsrpunf urp prnl1n] Inrluar u1 [nSarar8 IIqUII

InJol asenl eal-lll p Inloras ulp areJ 'apluapnro IaIsV e Pqtull enou) pue

-rJrs uI FJeorB urp arado alFur PJasasnpeJl ttunSarc 'eal-llA Ie tS ee1-y11e

rolaloras 1n8un1 e-ag '[rg'1 ZTZ-LBZ) opaurlqrv nes [ug'1 ZZE-VBE)

IaIo1sIJV runca;d {eiqurul IJeIu ep aslJf,s pSara-18 a}xatr uI altut8t'lo e-re

rSg qcr;rfurr1s r$ porleuateru ernllnr nnol[r6 Inlualro rS edorng u1

'edorng ul durq tlnur pdnp Ielunu aluadocsapaJ IJ JoA oJef,

atdacuoo alaun aletruazard tuns areJ uI'[xH'J eal-lll 1e lnlocas) lll4
-DruayDru lauD ap a1o11dnc DnoN eJ'II{f,aA eueoJ oua} eulq3 u1 urs93

pugr Jolpzutrdrns alsg 'aJlseou Jolellz e a;eltlqnd ap eiuuop tS tueq

'EurlEJ ap aJlqasoap a.rds '11cpeura1eu IIJPlloAzap InJolou nelnlllsuof,

aJef, alal ne;e lniratuoc tS ealeltsaJau '1nJaJtr u1 'aldacuoo allou nel

-lolzap arec alttielndod erlug prnlp8al o Eresalau eIJ PS ErEJ'ta1eue1d

a1e apund esJaAIp u1 drurl t$e1are uJ lol neele alut.ladorsap '1e;aua8

uI rollJnlndarul ale atneualetu rS artJdurrlS alaldacuor lenlola ne

unc ura8alaiug gs lertldruor alsa InlnlauJalul e rS rupztpqolS era u1

G2fi-Lttt 'paqura1y,6,p g- {)

,, waln IJ yp)ap lpa mw pp au DasapD 'psootaua} alsa otqa6y"

oJe^rlotu !s

Pcuols! elinlo^o'oJocnpoJlu I

o lnlolldec



in anul 762,Damascul [actualmente in Siria) gi Bagdadul [in lrak)
au devenit centre culturale. in special Bagdadul era cunoscut pentru
studiul a doui discipline: astronomia gi matematica. Cu toate acestea,
bazele dezvoltlrii matematicii din Bagdad dateazi in jurul anului 800
gi, chiar gi astdzi, nu gtim si le determindm, chiar dacl recunoagtem
importanta influenli indiani. in India matematicile foloseau deja
cifra zero gi adoptaseri notarea pozilibnalS care atribuie o valoare
fieclrui numdr inbaza poziliei ocupate intr-un sistem de numirare.

La Bagdad s-a infiinlat Casa ingelepciunli, un institut de tradu-
ceri gi cercetdri in diverse domenii, printre care gtiinlele umaniste,
medicina, alchimia, zo olo gia, carto grafia, astrono mia ;i matematica.
Aici au fost traduse texte in limbile persand, indiani 9i greac5, pre-
cum operele lui Euclid, Arhimede, Diocle, Diofant, Platon, Aristotel,
Galenus, Plotin ;i Hipocrate, pentru a cita doar cAliva autori clasici ai
gtiinlei grecegti. Traducdtorii nu erau experli ai limbii, ci;i oameni de
gtiin!5 care au acordat atenlie rigorii matematice gi care au imbogilit
textele cu exemple si comentarii detaliate care ajutau inlelegerea gi
dezvoltarea operelor gi conceptelor matematice. Bagdadul era consi-
derat oragul cel mai bogat al lumii gi principalul centru al dezvoltirii
culturale, unde s-a adunat o cantitate inegalabili de cunogtinfe.

in contextul islamic, putem sI impdrlim evolulia matematicii
in trei etape. Pe parcursul primei etape a fost asimilati fie cultura
greaci, fie cea orientali gi, prin intermediul logicii, se formuleazd,te-
oreme [sau concluziiJ, plecAnd de la definilii gi axiome [propunere
argumentatl intr-un corp teoretic); ideea de bazd este explicati in
Elemente de Euclid, carte care dateazd din anul 300 i.Hr. Dintre tex-
tele grecegti, se remarci unii autori pentru contribulia lor fundamen-
tali la dezvoltarea matematicii: Thales (624-546 i.Hr.) 9i pitagora
(582-507 i.Hr.), datoriti teoremelor lor care au fost cruciale pentru
dezvoltarea geometriei, Aristotel (ZB4-Z2Z i.Hr.), care a pus bazele
logicii,;i Arhimede l2B7-21.2 i.Hr.), care a studiat spirala gi a con-
ceput o metodi exhaustivi pentru a calcula aria de dedesubt a unui
arc de parabold, pe lAngi elaborarea unor formule pentru calcularea
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logice, ca, de exemplu, pltratele egale cu radicali sau cu numere gi ri-
dicinile egale cu numere. Astfel de ecualii sunt urmitoarele:

1) bx= axz

2) bx=c
3) axz=c

4) axz + bx= c

5) bx+ c= ax2

6) axz * c=bx

in sus-numitele ecualii a, b ;i c sunt numere intregi pozitive [nu-
mere naturale). Desigul, cititorii nu se vor ldsa impresionafi de nici-
una din aceste ecualii, avAnd in vedere ci se invali rezolvarea la
gcoali. Cu toate acestea, trebuie si privim in contextul epocii, acesta
este secolul al IX-lea, timp in care bazele matematicii erau discipli-
nate de progresele Greciei antice care introduceau mai ales concepte
trigonometrice gi de calcul numeric, sau bazele erau puse de mate-
maticile indiene. Al-Khwarizmi propune si se rezolve astfel de ecua-

lii prin intermediul unei metode de reducere, utilizAnd operaliunile
de completare gi echilibrare [eliminarea termenilor negativi gi redu-
cerea termenilor pozitivi la aceeagi putere, cAnd se gisesc in ambii
membrii ai ecuafiei). E demn de relinut marea dificultate pe care o
implica epoca, spre exemplu, nu propune doar rezolvarea ecualiei 4)
,,completAnd pitratele", ci simplul fapt de a inlelege ecualia care,
inifial, pdrea oarecum abstracti. Al-Khwarizmi cauti un fundament
teoretic in geometria care se bazase pe algebrd, sau construiegte
figuri geometrice specifice ciutAnd dovezi ale teoriei algebrice.

Cel de-al doilea tratat pe care l-a scris este mai putin cunoscut,
dar la fel de interesant. Era centrat pe aritmetici gi permitea ca, in-
cepAnd cu secolul al X-lea, sistemul numeric pozilional sI ajungi la
europeni, rispAndindu-se in Europa prin Spania. Cu toate acestea,
cartea a fost tradusr in latinr doar trei secole mai tarziu. Anterior
sistemului numeric pozifional, va trebui semnalatr numerotarea
greaci, ce utiliza literele alfabetului ca numere gi chiar numerota-
rea romani (folositi pAni atunci in Europa), care consta intr-o ver-
siune imbunitSliti a sistemului grecesc, introducAnd noi numere,

12 Ca atorie prin spatii n dimenslonale
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Sisteme de ecuatii

Gabriel Cramer (7704-L752) a fost remarcat foarte devreme pen-
tru abilit5lile sale de matematician. La doar L8 ani, obgine un doc-

torat despre teoria sunetului gi la 20 candideazi pentru catedra de

filosofie a Academiei Calvin, la Geneva, in Elvelia sa natali. Pentru
aceastd pozilie s-au prezentat trei chndidali: Am6d6e de la Rive,

Giovanni Ludovico Calandrini;i Gabriel Cramer. Primul era cel mai
in vArsti ;i favoritul comisiei, in vreme ce Calandrini gi Cramer
aveau 21 gi, respectiv,20 de ani. Comisia a rimas atAt de uimitl de

talentul celor doi tineri, incAt a decis si nu cedeze catedra doar lui
de la Rive, candidatul cu mai multd experienfi. Impresionali de po-
tenfialul celor doi pretendenfi, membrii comisiei au decis si dividl
catedra de filosofie in doui, una de filosofie gi una de matematici.
I-au atribuit lui de la Rive catedra de filosofie gi au oferit-o pe cea

de matematici celor doi tineri. Oferta consta in a impirli catedra
de matematic5, in maniera de a impdrli lecliile, temele academice
gi, evident, salariul: Cramer ar fi predat geometria gi mecanica, in
vreme ce Calandrini ar fi predat algebra ;i astronomia. in timpul
liber de la indatoririle academice ar fi putut si cllitoreascd. in acest
context, Cramer a putut cil5tori in Europa gi a interaclionat cu ma-
tematicienii cei mai renumili ai epocii, ca |ohann Bernoulli gi Euler
la Basel, Daniel Bernoulli la Sankt Petersburg, Halley, de Moivre ;i
Stirling in Anglia. Aceasta i-a permis nu doar si invele de la cei mai
buni, ci gi si stabileasci un schimb epistolar permanent care l-a
ajutat si-gi faci cunoscute lucririle. Datoriti acestor relalii a putut
fi editorul diverselor cirli, printre care operele complete ale lui
lohann Bernoulli, in L7 42.

in L750, Cramer a publicat Introducere tn analiza liniilor curbe
algebrice, pe cAnd avea aproximativ de 40 de ani. Acest text con-

line intr-un apendice celebra,,regulS a lui Cramer" (pentru sisteme
extrem de mari). Regula permite sf, se gdseasci solulii pentru sis-
teme de ecuafii, utilizAnd determinanli fvom descoperi in ce anume

14 Ce atorie prin spatil n-dimensionale
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Abstractie 9i rigoare matematici
,,Pare cd destinul lui Grassmann este acela de a fi redescoperit din cdnd tn cdnd,

de fiecare datd ca ;i cdnd ar fi fost uitat dupd moartea sa din 1879."

[Dauben & Lewis, History of Mathematics

from Antiquity to the Present)

Hermann Giinther Grassmann 11,809-L877), dupi ce a terminat
$coala cu brio, a tnceput sI studieze teologia la Berlin, in 1827 . Aici a
studiat gi limbile clasice, filosofia gi literatura, daq, in mod ciudat, nu
frecventa cursuri de matematici sau fizicd. La terminarea studiilo4
Grassman a inceput si se intereseze de matematice, probabil dato-
riti influenlei tatilui sf,u, profesor de matematici gi fizici la liceu.
Grassmann obline un post de profesor la liceul din oragul siu natal,
unde predd matematica, fizica, germana, latina gi religia. in afari
de acestea, concilia lectiile cu activitatea de cercetare in domeniul
matematicii.

De la Grassmann provine generalizarea conceptelor gi posibili-
tatea de manipulare a spafiilor vectoriale gi subspaliilor [a se vedea
capitolul 2), datoritd gradului de abstractizare pe care l-a introdus
in matematicS. De exemplu, a gdndit simboluri utile pentru a re-
preze-nta entiteli geometrice cu care sd se poati executa operalii.
Definind entitSlile gi operaliunile asociate acestor entitili, a reugit
si se elibereze de complicaliile care derivau din folosirea corpurilor
tridimensionale.

Din nefericire, matematicienii din epoca sa nu au ;tiut si pre-

luiasci potenlialul tehnicilor expuse de Grassmann, care nu a avut
parte de recunoagterea ce o merita. Unul dintre contemporanii sii,
August Ferdinand Moebius [1790-1868), a refuzat s5-i scrie prologul
cirfii, suslinAnd ci ideile sale abstracte ar fi trebuit si fie insolite de
concepte intuitive, pentru a ajuta cititorii in infelegere. Lucrarea lui
Grassmann a fost redescoperiti gi apreciatl spre sfArgitul secolului
al XIX-lea ;i inceputul secolului XX, devenind o sursl de inspiralie
pentru o pleiadi de savanfi, precum Cartan, Hankel, Peano gi Klein.
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,,M atema ti ca este m uzicT r aYi u n ii."

[]ames Joseph Sylvester, 1,814-7897)

]ames foseph Sylvester (1814-1897) se naqte in Anglia, intr-o fami-

lie evreiasci practicantd, fapt care i-a creat mai multe probleme pe

parcursul viefii. Dupi ce a terminat gcdala la Londra, a promovat exa-

menul de admitere la Universitatea din cambridge in 1831. in 1837

a terminat studiile, dar nu s-a licengiat, din cauza respectului pen-

tru religia sa, deoarece ceremonia de absolvire prevedea jurlmAntul

celor 39 de articole ale Bisericii Anglicane. Din 183B a ocupat pentru

trei ani catedra de Filosofie naturalS factualmente catedra de Fizicd)

la Universitatea din Londra, una dintre pulinele care acceptau evrei.

in timpul acestei perioade a publicat lucriri de cercetare in dinamica

fluxurilor gi ecualiilor algebrice , care i-au conferit prestigiu la nivel

internafional. in 1841, Trinity College din Dublin, unde nu era nece-

sar si urmeze principiile religioase pe care Sylvester nu era dispus si
le accepte, ii conferd mult agteptata absolvire.

Interesul lui Sylvester era matematica gi acesta l-a determinat ca,

la doar 27 de ani, si candideze pentru postul de profesor la Universi-

tatea din Virginia (Charlottesville, Statele Unite). Aici nu a rimas mult,

avAnd in vedere ci dupl doi ani a fost constrAns si abandoneze Virginia

dupd o cearti cu un student: Sylvester ar fi fost actzat cd l-ar fi lovit pe

student cu un baston. in apirarea sa este nevoie sd spunem ci unele

rapoarte demonstrau ci studengii erau deosebit de ofensatori fald de

profesori [chiar dacd aceasta nu justificd comportamentul s5u). Dupi

mai multe tentative eguate de a obline un alt post in Statele Unite,

Sylvester s-a reintors in Anglia.

Aici astudiatdreptul;i l-a cunoscutpeArthur C ayley (7795-1881),

;i el student la drept, dar foarte pasionat de matematici, 9i care i-a

transmis interesul pentru matrice. in anii urmitori, Sylvester a pu-

blicat lucrdri importante despre teoria matricelor. Dupi ce a cagti-

gat mai multe premii, in 1877 a acceptat o catedri la universitatea

1B Cdl6torie prln spatli n-dimensionale


