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Capitoiul 0

Introducere, evolutie istorica
si motivare

JAlgebra este generoasd, adesea ne da mai mult decat ii cerem.”
(J.-B. d’'D’Alembert, 1717-1783)

in era globalizarii si a internetului este complicat sa intelegem cum
au evoluat conceptele stiintifice si matematice ale Inceputurilor. in
general, descoperirile aveau loc in acelasi timp in diverse puncte ale
planetei, fir4 si fie necesari o legitura intre populatiile care dezvol-
tau noile concepte. In trecut, necesitatea si comertul erau cele care
constituiau motorul dezvoltirii matematicii, spre deosebire de faima,
bani si dorinta de publicare a zilelor noastre. Este surprinzator cand
gdsim in China texte foarte vechi, ca Noud capitole ale artei matema-
ticii (secolul al 1ll-lea 1.Hr), in care sunt prezentate unele concepte
care vor fi redescoperite numai dupd mult timp in Europa.

in Europa si Orientul Mijlociu cultura matematicd si stiintifica isi
are originile in texte grecesti scrise de mari invatati precum Aristotel
(384-322 i.Hr) sau Arhimede (287-212 iHr.). De-a lungul secolelor
al VI-lea si al VI-lea, crestinii traduseserd multe opere din greaca in siri-
ana (noua limbd a Asiei occidentale, care din secolul al I1I-lea luase locul
limbii grecesti) in centrul cultural din Jundishapur, localitate din Iran
cunoscuti si ca Gundeshapur. Dup cucerirea musulmand, Jundishapur
a devenit primul centru islamic al stiintei si al medicinei; aici invatatii
apartinind popoarelor evreiesti, crestine, persane si grecesti, dar nu
numai, s-au dedicat traducerii textelor stiintifice din siriana in araba.
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Tn anul 762, Damascul (actualmente in Siria) si Bagdadul (in Irak)
au devenit centre culturale. In special Bagdadul era cunoscut pentru
studiul a doua discipline: astronomia si matematica. Cu toate acestea,
bazele dezvoltarii matematicii din Bagdad dateaza in jurul anului 800
si, chiar si astdzi, nu stim s le determindm, chiar daci recunoastem
importanta influenti indiani. In India matematicile foloseau deja
cifra zero si adoptasera notarea pozitibnald care atribuie o valoare
fiecarui numar in baza pozitiei ocupate intr-un sistem de numirare.

La Bagdad s-a infiintat Casa Intelepciunii, un institut de tradu-
ceri si cercetari in diverse domenii, printre care stiintele umaniste,
medicina, alchimia, zoologia, cartografia, astronomia si matematica.
Aici au fost traduse texte In limbile persani, indiani si greacs, pre-
cum operele lui Euclid, Arhimede, Diocle, Diofant, Platon, Aristotel,
Galenus, Plotin si Hipocrate, pentru a cita doar citiva autori clasici ai
stiintei grecesti. Traducatorii nu erau experti ai limbii, ci si oameni de
stiinta care au acordat atentie rigorii matematice si care au imbogitit
textele cu exemple si comentarii detaliate care ajutau intelegerea si
dezvoltarea operelor si conceptelor matematice. Bagdadul era consi-
derat orasul cel mai bogat al lumii si principalul centru al dezvoltirii
culturale, unde s-a adunat o cantitate inegalabili de cunostinte.

In contextul islamic, putem sa Impartim evolutia matematicii
In trei etape. Pe parcursul primei etape a fost asimilati fie cultura
greacd, fie cea orientala si, prin intermediul logicii, se formuleazi te-
oreme (sau concluzii), plecand de la definitii si axiome (propunere
argumentatd intr-un corp teoretic); ideea de bazi este explicati in
Elemente de Euclid, carte care dateazi din anul 300 1.Hr. Dintre tex-
tele grecesti, se remarcd unii autori pentru contributia lor fundamen-
tald la dezvoltarea matematicii: Thales (624-546 1.Hr.) si Pitagora
(582-507 1.Hr.), datorita teoremelor lor care au fost cruciale pentru
dezvoltarea geometriei, Aristotel (384-322 1.Hr.), care a pus bazele
logicii, si Arhimede (287-212 1.Hr.), care a studiat spirala si a con-
ceput o metoda exhaustivad pentru a calcula aria de dedesubt a unui
arc de parabold, pe langa elaborarea unor formule pentru calcularea
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volumului suprafetelor de rotatie. A doua fazd a inceput in secolul
al IX-lea, cand s-a inceput addugarea unor comentarii traducerilor; in
astfel de comentarii, cunostintele grecesti erau aplicate la probleme
simple de calcul numeric. Pe parcursul celei de-a doua faze, in cadrul
Casei Intelepciunii, se naste algebra, o teorie revolutionara care des-
chide drumul noilor descoperiri matematice si care reuneste con-
ceptele numerice si geometrice, considerand marimile geometrice si
numerele rationale si irationale ca obiecte algebrice. In sfarsit, cea
de-a treia etapd s-a dezvoltat incepand cu secolul al X-lea, cand cunos-
tintele matematice incepusera si se raspandeasca drept consecintd a
necesitatii de a efectua calcule astronomice, aldturi de metodele de
aproximatie ale trigonometriei si ale algebrei liniare.

Parintele algebrei

Se crede c3 ar fi fost Al-Khwarizmi (780-850), nascut in apropiere
de Bagdad si care a fost unul dintre invatatii ce frecventau Casa inte-
lepciunii. Aici, impreun3 cu alti colegi, s-a dedicat traducerii de texte
stiintifice grecesti si studiului astronomiei, geometriei si matema-
ticii bazate pe simbolurile sistemului numeric indian si pe notarea
pozitionald. Al-Khwarizmi a scris doua tratate; pe primul 1-a intitu-
lat Al-Kitab al-mukhtasar ti Hisab al-jabr w’al-muqabala (Calculul cu
restaurare si opozitie), aparut in anul 830. Totusi, in secolul al XlI-lea,
cand cartea a fost tradusi in latini, s-a ales adoptarea titlului Ludus
algebrae et almucgrabalaeque, care cu timpul s-a redus la Algebra.
Este vorba despre prima carte de algebra din istorie in care se rezolva
probleme ale vietii contemporane. Din acest motiv, Al-Khwarizmi e
cunoscut drept pdrintele algebrei.

Munca sa algebrica se baza pe rezultatele matematicianului indian
Brahmagupta (598-668) si reflecta influentele babiloniene si grecesti.
in carte, Al-Khwarizmi arati si explici numerele naturale (1, 2, 3...) si,
studiindu-le, individualizeaza sase tipuri de ecuatii, prezentand pentru
fiecare metoda de rezolvare si furnizind, in unele cazuri, fundamente
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logice, ca, de exemplu, patratele egale cu radicali sau cu numere si ri-
dacinile egale cu numere. Astfel de ecuatii sunt urmatoarele:

1) bx=ax? 4) ax*+bx=c
2) bx=c 5) bx+ ¢ = ax?
3) ax*=c 6) ax®>+c=bx

In sus-numitele ecuatii g, b i ¢ sunt numere intregi pozitive (nu-
mere naturale). Desigur, cititorii nu se vor l3sa impresionati de nici-
una din aceste ecuatii, avind in vedere cd se invatd rezolvarea la
scoala. Cu toate acestea, trebuie sd privim in contextul epocii, acesta
este secolul al IX-lea, timp in care bazele matematicii erau discipli-
nate de progresele Greciei antice care introduceau mai ales concepte
trigonometrice si de calcul numeric, sau bazele erau puse de mate-
maticile indiene. Al-Khwarizmi propune si se rezolve astfel de ecua-
tii prin intermediul unei metode de reducere, utilizind operatiunile
de completare si echilibrare (eliminarea termenilor negativi si redu-
cerea termenilor pozitivi la aceeasi putere, cAnd se gisesc in ambii
membrii ai ecuatiei). E demn de retinut marea dificultate pe care o
implica epoca, spre exemplu, nu propune doar rezolvarea ecuatiei 4)
»completdnd patratele”, ci simplul fapt de a intelege ecuatia care,
inifial, parea oarecum abstractd. Al-Khwarizmi cauti un fundament
teoretic in geometria care se bazase pe algebrd, sau construieste
figuri geometrice specifice ciutind dovezi ale teoriei algebrice.

Cel de-al doilea tratat pe care I-a scris este mai putin cunoscut,
dar la fel de interesant. Era centrat pe aritmetici si permitea ca, in-
cepand cu secolul al X-lea, sistemul numeric pozitional si ajungi la
europeni, raspandindu-se in Europa prin Spania. Cu toate acestea,
cartea a fost tradusd n latind doar trei secole mai tirziu. Anterior
sistemului numeric pozitional, va trebui semnalati numerotarea
greaca, ce utiliza literele alfabetului ca numere si chiar numerota-
rea romana (folosita pana atunci in Europa), care consta intr-o ver-
siune Imbunatatita a sistemului grecesc, introducind noi numere,
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precum 5, 50 si 500, prin alte litere (V, L, D). Este curios c4, datorita
acestei carti, s-a raspindit cuvantul algoritm, pentru a se referi la
procedee sistematice de calcul; acest cuvant isi are originea chiar
in numele autorului. Al-Khwarizmi a raspandit unele concepte alge-
brice precum ecuatiile pe care le-am vazut, dar, fard indoiala, alge-
bra liniara explicatid in aceasta carte trece dincolo de asta. Desigur,
algebra liniard rezolva ecuatiile simple (precum cele precedente),
dar permite si extinderea acestor concepte la rezolvarea sistemelor
de ecuatii; acestea din urmd, de fapt, iau In considerare multe ecu-
atii si variabile care trebuie sa fie rezolvate unitar si care accepta
doar o solutie (sau niciuna). Rezolvarea sistemelor de ecuatii (des-
pre care vom vorbi In capitolul 1 si pe care le vom relua in capitolele
urmitoare) a permis proiectarea de masini si avioane sau intelege-
rea mecanicii particulelor subatomice si a universului. Drumul de la
Al-Khwarizmi pani astizi e lung si complex si pe parcursul sau au
fost ficute numeroase descoperiri, unele au fost uitate, altele rega-
site, pand in zilele noastre, cind este posibila aprofundarea oricarui
subiect pe internet. Dupa ce am amintit, in aceasta prima parte a car-
tii, cine a fost parintele algebrei, vom continua cu o scurtd introdu-
cere istorica despre dezvoltarea algebrei liniare, prezentand patru
matematicieni care, In opinia noastrd, au contribuit in mod substan-
tial la dezvoltarea acestei discipline: Gabriel Cramer (1704-1752),
Hermann Giinther Grassmann (1809-1877), James Joseph
Sylvester (1814-1897) si Alan Mathison Turing (1912-1954).

Cei patru alesi poate nu sunt atat de faimosi ca altii care au con-
tribuit Tn aceeasi masuri si isi vor face o aparitie trecdtoare in ca-
litoria noastrd, ca in cazul ilustrului Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1855). In orice caz, autorii pe care i-am ales ne vor permite
si ne referim la cateva notiuni esentiale ale algebrei liniare, pe care
le vom aprofunda in capitolele urmitoare. Cele patru teme care vor
fi prezentate sunt sistemele de ecuatii, algebra abstractd, vectorii si
matricele si, in cele din urm3, calculul pentru rezolvarea problemelor
matematice.

Introducere, evolutie istorica si motivare
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Sisteme de ecuatii

Gabriel Cramer (1704-1752) a fost remarcat foarte devreme pen-
tru abilitatile sale de matematician. La doar 18 ani, obtine un doc-
torat despre teoria sunetului si la 20 candideaza pentru catedra de
filosofie a Academiei Calvin, la Geneva, in Elvetia sa natali. Pentru
aceasta pozitie s-au prezentat trei candidati: Amédée de la Rive,
Giovanni Ludovico Calandrini si Gabriel Cramer. Primul era cel mai
in varsta si favoritul comisiei, In vreme ce Calandrini si Cramer
aveau 21 si, respectiv, 20 de ani. Comisia a ramas atit de uimiti de
talentul celor doi tineri, incat a decis sd nu cedeze catedra doar lui
de la Rive, candidatul cu mai multd experientd. Impresionati de po-
tentialul celor doi pretendenti, membrii comisiei au decis sa divida
catedra de filosofie in doud, una de filosofie si una de matematica.
[-au atribuit lui de la Rive catedra de filosofie si au oferit-o pe cea
de matematica celor doi tineri. Oferta consta in a imparti catedra
de matematica, in maniera de a imparti lectiile, temele academice
si, evident, salariul: Cramer ar fi predat geometria si mecanica, in
vreme ce Calandrini ar fi predat algebra si astronomia. in timpul
liber de la indatoririle academice ar fi putut si cilitoreasca. In acest
context, Cramer a putut calatori in Europa si a interactionat cu ma-
tematicienii cei mai renumiti ai epocii, ca Johann Bernoulli si Euler
la Basel, Daniel Bernoulli la Sankt Petersburg, Halley, de Moivre si
Stirling in Anglia. Aceasta i-a permis nu doar si invete de la cei mai
buni, ci si sa stabileasca un schimb epistolar permanent care l-a
ajutat sd-si faca cunoscute lucrarile. Datoritd acestor relatii a putut
fi editorul diverselor carti, printre care operele complete ale lui
Johann Bernoulli, in 1742.

In 1750, Cramer a publicat Introducere in analiza liniilor curbe
algebrice, pe cand avea aproximativ de 40 de ani. Acest text con-
tine intr-un apendice celebra ,regula a lui Cramer” (pentru sisteme
extrem de mari). Regula permite sa se gaseasca solutii pentru sis-
teme de ecuatii, utilizdnd determinanti (vom descoperi in ce anume
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NU CRAMER A FOST PRIMUL

Exista texte precedente celor ale lui Gabriel Cramer, in care sunt pro-
puse metode utle de rezolvare a sistemelor de ecuatil. Spre exemply,
in cartea chineza Noué capitole ale artel matematicii (secolul Il T.Hr.)
se vorbea deja despre cum sa se rezolve sistemele de patru ecualii cu
patru necunoscute. Un alt exemplu este matematiclanul japonez Seki
Kowa (1642-1708), care In 1683 a introdus conceptul de determinanti
sl metoda de a-i calcula.

In Europa, notiunea de determinant a aparut pentru prima oara in
1683, Intr-o scrisoare a lui Gottfried Wilhelm von Lelbniz (1646-1716)
céatre Guillaume de I'Hopital (16671-1704), in care expeditorul expli-
ca faptul c& un sistem determinat de ecualii liniare are rezolvare,
In acel timp, determinantii erau cunoscuti sub numele de rezultanti,
dar Cramer a fost cel care a réspandit in Europa regula ce permi-
te rezolvarea unor astfel de sisteme. Meritul final Ti revine totusi ui
Colin Maclaurin (1698-1746), care 'n 1748 a demonstrat regula
lui Cramer.

constd, in capitolul 1), cu mult inainte de a se fi vorbit concret despre
determinanti sau matrice. Obiectivul lui Cramer consta in calcularea
conicii (ecuatie de gradul doi) care trece prin cinci puncte, permi-
tind rezolvarea unui sistem de cinci ecuatii cu cinci necunoscute.
Si astdzi, regula lui Cramer se invata la scoala.

Capitolul 1 al acestei citti este dedicat rezolvdrii sistemelor
de ecuatii. In capitolul urmitor va fi prezentatd nu doar regula lui
Cramer, ci si alte metode pentru a obtine solutii. in afard de aceasta,
prin intermediul citorva exemple, vom explica importanta sisteme-
lor de ecuatii.

Introducere, evolutie istorica si motivare
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Abstractie sirigoare matematica

»Pare cd destinul lui Grassmann este acela de a fi redescoperit din cdnd in cdnd,
de fiecare datd ca si cdnd ar fi fost uitat dupd moartea sa din 1879.”

(Dauben & Lewis, History of Mathematics
from Antiquity to the Present)

Hermann Giinther Grassmann (1809-1877), dupa ce a terminat
scoala cu brio, a inceput sa studieze teologia la Berlin, In 1827. Aici a
studiat si limbile clasice, filosofia si literatura, dar, in mod ciudat, nu
frecventa cursuri de matematica sau fizica. La terminarea studiilor,
Grassman a Inceput sa se intereseze de matematici, probabil dato-
ritd influentei tatdlui sdu, profesor de matematica si fizica la liceu.
Grassmann obtine un post de profesor la liceul din orasul siu natal,
unde predd matematica, fizica, germana, latina si religia. in afari
de acestea, concilia lectiile cu activitatea de cercetare in domeniul
matematicii.

De la Grassmann provine generalizarea conceptelor si posibili-
tatea de manipulare a spatiilor vectoriale si subspatiilor (a se vedea
capitolul 2), datoritd gradului de abstractizare pe care 1-a introdus
in matematica. De exemplu, a gandit simboluri utile pentru a re-
prezenta entitdti geometrice cu care sa se poatd executa operatii.
Definind entitatile si operatiunile asociate acestor entititi, a reusit
sd se elibereze de complicatiile care derivau din folosirea corpurilor
tridimensionale.

Din nefericire, matematicienii din epoca sa nu au stiut si pre-
tuiasca potentialul tehnicilor expuse de Grassmann, care nu a avut
parte de recunoasterea ce o merita. Unul dintre contemporanii sii,
August Ferdinand Moebius (1790-1868), a refuzat si-i scrie prologul
cartii, sustinand cd ideile sale abstracte ar fi trebuit s fie insotite de
concepte intuitive, pentru a ajuta cititorii in intelegere. Lucrarea lui
Grassmann a fost redescoperita si apreciati spre sfarsitul secolului
al XIX-lea si inceputul secolului XX, devenind o surs3 de inspiratie
pentru o pleiada de savanti, precum Cartan, Hankel, Peano si Klein.

Calatorie prin spatii n-dimensionale



IR R T R TR s e R A G T e e

SPATII VECTORIALE: VINA NU A FOST
DOAR A LUI GRASSMANN

La inceputul secolului al XIX-lea numerele complexe erau folosite pen-
tru a executa operatii cu vectori din plan, urmand munca lul Argand,
Wessel si Gauss; erau, In orice caz, vectorl doar bidimensionali si nu
exista nimic similar pentru a lucra pe trel dimensiuni.

Din acest motiv, in general, se retine ca inceputul algebrei vec-
toriale moderne ar coincide cu doud evenimente recente. In primul
rand, In 1843, Hamilton (1788-1856) a formulat cuaternarii, numere
hipercomplexe de tipul W+X7+Y7+ZE, Cu produse necomutative,
Denotatile parii scalare (w) si ale celel vectoriale (x7+y7+z/?) se
datoreaza lui Hamilton. La scurt timp, 1n 1844, Grassmann introduce
ideea de spatiu vectorial, care, totusl, nu a avut mult succes. E nevoie
8d astepte pana in 1888, cand Peano (1858-1932) a dat prima defi-
nitie axiomatica a spatiului vectorial, prin care a reusit sa explice munca
lui Grassman (la vremea sa neinteles).

In domeniui fizicii, la sfarsitul secolului al XIX-lea, Giobs (1883-1 946)
si Heaviside (1850-1925) dezvolta calculul vectorial, in timp ce, la
inceputul secolulul XX, mai ales Hilbert (1862-1943) si Banach
{1892-1945) s-au dedicat spatiilor vectoriale ale functiilor,

In capitolul 2 al acestui volum, vom prezenta citeva notiuni des-
pre spatiile vectoriale si despre subspatii similare precum cele intro-
duse de Grassmann. In acest capitol, in schimb, vom incerca si punem
in lumina necesitatea abstractizarii, insa fara a pierde din vedere uti-
litatea si perspectiva practicd a conceptelor prezentate.

Introducere, evolutie istorica si motivare
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Vectori simatrice: sa denumimfiecare lucru cu humele sau

Matematica este muzica ratiunii.”
(James Joseph Sylvester, 1814-1897)

James Joseph Sylvester (1814-1897) se naste in Anglia, intr-o fami-
lie evreiasci practicanti, fapt care i-a creat mai multe probleme pe
parcursul vietii. Dupi ce a terminat scéala la Londra, a promovat exa-
menul de admitere la Universitatea din Cambridge in 1831. n 1837
a terminat studiile, dar nu s-a licentiat, din cauza respectului pen-
tru religia sa, deoarece ceremonia de absolvire prevedea jurdméntul
celor 39 de articole ale Bisericii Anglicane. Din 1838 a ocupat pentru
trei ani catedra de Filosofie naturala (actualmente catedra de Fizica)
la Universitatea din Londra, una dintre putinele care acceptau evrei.
in timpul acestei perioade a publicat lucrdri de cercetare in dinamica
fluxurilor si ecuatiilor algebrice, care i-au conferit prestigiu la nivel
international. in 1841, Trinity College din Dublin, unde nu era nece-
sar si urmeze principiile religioase pe care Sylvester nu era dispus sa
le accepte, 1i conferd mult asteptata absolvire.

Interesul lui Sylvester era matematica si acesta l-a determinat ca,
la doar 27 de ani, sd candideze pentru postul de profesor la Universi-
tatea din Virginia (Charlottesville, Statele Unite). Aici nu a ramas mult,
avind in vedere ca dupa doi ani a fost constrans sa abandoneze Virginia
dup3 o cearti cu un student: Sylvester ar fi fost acuzat ca l-ar fi lovit pe
student cu un baston. In apirarea sa este nevoie si spunem ca unele
rapoarte demonstrau ci studentii erau deosebit de ofensatori fad de
profesori (chiar daci aceasta nu justificd comportamentul sau). Dupa
mai multe tentative esuate de a obtine un alt post in Statele Unite,
Sylvester s-a reintors in Anglia.

Aiciastudiatdreptul sil-acunoscutpe Arthur Cayley (1795-1881),
si el student la drept, dar foarte pasionat de matematicd, si care i-a
transmis interesul pentru matrice. In anii urmitori, Sylvester a pu-
blicat lucriri importante despre teoria matricelor. Dupa ce a casti-
gat mai multe premii, in 1877 a acceptat o catedra la Universitatea
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